Oposiciones 1998 Ejercicios practicos.

1 Examen de Andalucia

1.1 Planteamiento

Examen practico. Andalucia 2-V11-1998

1. Discutir y resolver el sistema

(230G

y(x®+3)=1,yde8xy—x+1=0

2. Representar las gréficas de

y determinar €l area limitada por las curvasy los semigjes positivos.
1 2 .. . .
3. Calcular / € * dx con una precision de unamilésima.
0

4. Halar 2 nUmeros tales que su m.c.d. sea 120y la diferencia de sus cuadrados sea 345600

5. Seaz= eznTi, unaraiz séptimade launidad. Calcular

1+ 2424+ 2+ 2%+ + 5

6. Consideramos dos calles, que se cruzan perpendicularmente y ambas de 10 m. de anchura. Por cada una de ellas circula una
bicicleta de 2 m. de longitud, y cuya anchura suponemos nula. Las bicicletas se mueven paralelamente a las aceras con la
misma velocidad, aunque la distancia de cada una a su acerano ha de ser igual alaque llevalaotra. Calcular la probabilidad
de que choquen

7. Hallar el circulo osculador alacurvay = cos(x— 1) dondex € (—1,1), en el punto x = 0.
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1.2 Resolucion

al 1
1-SeaA=| 1 a 1 |.Caculamossu determinante,

1 1 a

a 1 (1)
o | 1l-a a-1|_ .. 2 1 1| . 2
det(A)=|1 a 1 ‘1 2 1-a =(1-a) 1ra 1 ‘(1 a)“(2+a)

1 1 a
2

, tenemos que det (A) # 0, y lamatriz A tendrarango 3. Como el rango delaampliadarg (Alb) < 3,
deincognitas, y por lo tanto esun sistemade Cramer que podemosresolver de la siguiente manera.

o

Por lotanto, si det (A) #£ 1, —
tenemosquerg(Alb) =rg(A) =n

1) 11
1 ? ; aal agl‘ (a—1)° 1
T 1—afera (1-af(2+a) (1-af(2ta) 2+a
a 1 1
1(1) 1 asl 01‘ ( 2
a a— a—1 1
Y 7 1Za?2ra  (1-a’(2+ta) (1-a’(2+a) 2ta
al 1
1 a 1 a—1 0
11 @ | o a—l‘ (a—1)? 1

(1-a%(21a) (1-af(2+a) (1-a’(2ta) 2ta

Supongamos ahora que a= 1. Entonces el rango de A es uno, rg(A) = 1. Pero también se da que rg(Alb) = 1, yaque todas las
filas son identicas a vector (1,1,1,1). Por lo tanto, al coincidir los rangos, € sistema es compatible. Al ser los rangos menores que
el nimero de incognitas, es un sistema compatible indeterminado, con 3— 1 = 2 grados de libertad.

Escogiendo una ecuacion cualquiera (todas son iguaes), Xx+y+z=1=-x=1—y—z Tomando como parametrosi,u € R, A =
y, 4 = z, tenemos que |la solucion general del sistema en este caso lasolucion esdel tipo (1 — A —u, A, u), conA, u € R

Supongamos por Gltimo que a = —2. Entonces rg(A) = 2, ya que existe un menor no-nulo de orden dos det(C1,Cp) =

‘ -2 1 ‘ = 3£ 0. Pero entoncesrg (Alb) = 3£ rg(A) = 2, luego el sistema seraincompatible. En efecto rg (Alb) = 3 porque

1 -2
2 1 1 2 0
det(C1,Cob)=| 1 -2 1 ‘ 0 _3‘97&0
1 1 (1

2.- Podemos -por suerte- despejar y en ambas expresiones, con lo cual obtendremosy en funcion de x en ambos casos. En efecto

1
y(¥+3) =y= 0= s
8xy—x+1 = 0:>8xy:1—x:>y:g(x);:18;xx

Representamos f (x). No existen cortes con € ge OX, ya que €l denominador no se anula nunca. El corte con el gje OY es
(0,f(0)=(0,3)

FH) = 2 _0ex=0
(¢ +3)
oy 202 +3)% 1 2x(@+3)2x-2  —2(x+3) + 8¢
0 +3)* 0@ +3)°
2(3x%-3)
- S ex—+1
(x2+3)

Como f/(x) = 0« x = 0, entonces ahi la funcion presenta un (nico extremo relativo. Al ser f(0) = 2 < 0, setratade un
méaximo local.
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Como f’(0) = 0 < x = +1, entonces la funcion presenta puntos de inflexion en x=1y en x= —1. Como f"(x) > 0 <
3(x*—1) >0« x2> 1« |x| > 1, entonces la funcion es concavaen |x| < 1, esdecir f esconcavaenx € (—1,1), y esconvexaen
x€ R —[-1,1]. Por lo tanto, su gréfica queda como sigue:

-6 -4 2 2 4 6

Representamos ahora g (x) = *1 = 1 — 1. Sabemos que Dom(g) = R — {0} = R*, yaque

#g(0) = Calculamos los limites laterales lim,_,o- g(X) = oo, limy g+ g(X) = —oo. Por lo tanto, g(x) presenta una asintota
vertical en x=0.

g(X) =0<=x—-1=0<=x=1

g(x) = & # 0vx € R* = Lafuncion no presenta puntos criticos.

g’ (x) = % # 0V¥x € R* = Lafuncion no presenta puntos de inflexion.

Ademas, como g’ (x) > 0Vx, lafuncion es creciente en todo su dominio, y como g” (x) > 0¥x < 0, entonces lafuncion es convexa
enR—, mientras que al ser g” (x) < 0Vx > 0, entonces lafuncion es concavaen R™. Por tanto su grafica queda como sigue:

1 15 2

(b) Paradeterminar ahora el area comprendida entre las dos curvasy |os semiegjes ordenados positivo hallamos lainterseccion de
las curvas.

0.1

1 -1
Xt ex—x3 ) x—x2—3

f(x) = g(X)Hm: 8x
= yX)=x—x*—-5x—3=0

Podemos comprobar facilmenteque x= —1 esraiz (por Ruffini, p.e.), y entonces podemos expresar y como y (x) = (x+ 1) (x2 — 2x— 3) =
(X+1) (X+ 1) (x=3) = (x+ 1)?(x—3).
Como la Uinicaraiz positivaesx = 3, ésta serala solucion buscada de f (x) = g(x). Por lo tanto, €l &rea pedida es

1 3 1 dx 3 1 1 1
A = /(; f(X)dX+A (f(x)—g(x))dX—/(; X2+3jL 1 <X2+3_§+§()dx

_ /l dX 3_1+ }|nx3f§E+ln_3+}
~ Jox®+3 8 8 |, 33 8 4
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yaque fol X§j3 = \/5%, haciendo el cambio de variable standard, ed t = % tenemos que
V3 V3 dt V3 v V3w
/x2+3 3/ M 3l i1 s et Ty

3

3.- Desarrollamos e ¥ mediante la formula de Taylor. Como tenemos que €l radio de convergencia de la serie que define a

f(x) =€ =Y. ’r‘], esinfinito, p = 40, podemos sustituir término a término, obteniendo una expresion que escribimos utilizando

el término de Lagrange para €l resto, ed.

—_1)x2 _1)2 2n
eF -1l il)x = 12). o BT 1) T Ri(%E), E€(0,%)
1) n1y2n+2 7§2 _ %2 1 1 i
donde R, (x,&) = Tl) . Por lo tanto, tendremos que | = fy e dx = [y Py (X) dx+ f5 Ra(x) dx. Como queremos aproxi-

mar | con precision de una milésima, hemos de conseguir que ‘fol Rn (x) dx‘ <1073, Pero

1 1 1 oni2 1 x2n+3 1
< -
/o |R”(X)|dx\/o G {(n+1)! 2n+3}0

n+3)(n+ 1)

X) dx

yaque

IRn (X)] < ﬁxznﬂ, yaque f (x) = e ¥ esdecrecienteen (0,x) C [0,1],ymaxe & =1, s £ € [0,1]

1 1
Vamos probando con sucesivos nimeros, hasta que comprobamos que n > 5, nos basta, ya que 13- 720 = 9360 > 1000y .
Por lo tanto, podemos aproximar laintegral como

6 10
/1<1—x2+g—x—+£—x—)dx
0

Entonces, queremos conseguir que ‘ fol Ry (x) dx‘ <103, o equivalentemente que 0

2

20 3 4 bl
B RSSO il APUNE: SO SO SR SO S
N 3 10 42 216 1320], 3 10 42 216 1320
5651 1
= = 074673
7560 1320

4.- 120 = mem(A,B) — A= 120-a, B = 120- b. Entonces, como queremos hallar estos A, B de modo que A? — B2 = 345600.
Basta entonces halar a, b, yaque

A? —B% = 1207 (a® — b?) = 345600 = 120° - 24

luego el problemalo podemos simplificar aencontrar tales a, b de formaque a? — b? = 24 = 3. 23, Como a, b € Z, podemos reescribir
como (a+ b) (a—b) = 22 3, y como cada paréntesis también sera entero, se trata de encontrar |a posibles descomposiciones facto-
riales del nimero 24. Como estamos tratando con nimeros a cuadrado, a2 y b?, entonces la soluciones son validas con cualquier
signo. Las posibles descomposicionesde 24 son 3-8,6-4,12- 2,24 - 1. Resolviendo | os sistemas obtenidos

at+b = 3—2a-8=3— 2a= 1lcontradiccionporque ac N
a—-b = 8—b=a-8

atb = 6—-2a=6+4—a=5b=1
a-b = 4—-b=a-4

at+tb = 12—2a=12+2—a=7,b=5
a—b = 2—-b=a-2
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at+b 24 — 2a— 1= 24 — 2a= 25contradiccion porquea € N
a-b = 1—-b=a-1

Por lo tanto, (a,b) € {(o-5,8-1) o, B € {+1,—-1}}U{(at-7,B-5) o, B € {+1, —1}}

i-2n
7

5.- Observamos en primer lugar que Re(S) =0, donde S=1+z+Z +..+z20% yz—e
desesperacion, no toi seguro...
En primer lugar, vemos que S= 1+ z+ 24 + ... + 20 = 1+ 2z 222+ 27", aplicando que Z/ = 1, luego

... por inspiracion divina, o por

S%S - %(1+22+222+224+1+226+225+223> =

= 142424+ 2+2+2+28=0
Entonces, joh, maravillosaideal, §* € R, a ser Se C imaginario puro. Bueno, pues
$ - (1+2z+22+28)° =

= 1442+ 48+ 4P 1 42+ 42+ 48182+ 82+ 8P = (ycomo P =1z7..)
= 1+822+82+824+825+823+826:—7+8(1+z+...+26> =

= —740=-7—S=vV—7=V7

6.- Sea X="coordenada x delabicicleta A", y sea Y="coordenaday delabicicleta A’

Como ambas bicicletas se mueven alamisma velocidad, si A entrapor X =Xp Y B entra por y = Xp = las bicicletas chocaran.
Pueden darse dos posibilidades, que A choque con B, o bien que B choque con A.

Podemos suponer €l origen de coordenadas en una de las esquinas de lainterseccion.

®)

(A)

»
»

En e primer caso, A1 € [B1, B3], € segmento determinado por Bi, B,. Entonces si llamamost al tiempo transcurrido, Ay =
(xo,tv) = B1 = (tv,yo), B2 = (tv—2,yp). Por lo tanto

Yo—2=tv—2< Xy <tv=ypesdecir queyp—2 <X < VYo
En el segundo caso B; € [Aq, Ao], esdecir (tv,Yo) € [(Xo,tV), (Xo,tv—2)], y por lo tanto tendremos que
Xo—2<Yo<tv=Xg

Luego las condiciones que se han de cumplir para que choquen ha de ser que

y—2<X
y—2<x<y X—2<y
X—2<y<X gue podemos desglosar en 4 X<y

y <X

Como las bicicletas circulan a una distancia de la baldosa entre 0 y 10m, podemos suponer que siguen distribuciones uniformes,
ed X =U (0,10), y queY = U (0, 10). También podemos suponer que son independientes. Entonces, fx (X) = 1—10)((0710) (x), con y,(x)
lafuncién indicador del intervalo (0, 10), ed % (X) = 1 s x € (0,10), = 0 en caso contrario. Andogamente fx (y) = %X(o,lo) (y) es
lafuncion de densidad de Y. Por lo tanto,

P("choquen’) — P((X,Y)€A) — / / e (xy) dxdy

1 1
= 100 /AdxdyfﬁArea(A)
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es decir, que podemos interpretar las probabilidades como areas, a tratarse de distribuciones uniformes. Luego

A

B:

By

v

CF  Area(A)  100—(Area(By)+Area(Bz))

P = CP~ Arcatod 100

88 |, 88
_q_2to 4, & 36 9
100 100 100 25

7.- Se define € circulo osculador a una curvacomo el circulo tangente en ese punto alacurva, (e.d. que coinciden |as tangentes
delacurvay lacircunferencia) y que tiene como radio €l radio de curvaturade la curvaen € punto, p = k , donde k; eslacurvatura
delacurvaen el punto.

Es decir, que si r es la tangente comUn, entonces O, centro de la circunferenciaestaens_L r, de modo que |OP| =p = k—ll

Si parametrizamos la curva y(t) = (x(t),y(t)) por lalongitud de arco, entonces ki (s) = ||Y' (s)||, con s el parametro arco, es
decir s(t) = L (t) = f3 |V (r)||dr.

Tenemosques (t) = ||Y (t)]| — foo... =||¥ (t)]| > O0si lacurvaesregular, conlo cual esun cambio de variablesadmisible, a ser s
una biyeccion continua - es estrictamente creciente-. Sealo=long(y) = f;’ IV (r)]|dr,y seael cambiodevariablec: [0, Lo] — [a, b,
cont(s) = o (s), olo que eslo mismo, ¢ = L~1. Consideramos ahora la curva reparametrizada, e.d. seay = yoo: [0,Lg] — R?y
calculamos su derivada.

V(S) ~Y(6(9)-0'(9 =Y (5(9)) trdgy = (0(9) gy - Porlotanto, |7 (9] = 1, yaqueserial¥ ()| = |[Y (5(9)) || =
HY SNl IY (5 (s))]|. Por lotanto de aqui deducimos que Y (s) = g— 0 equivalentemente

Y () =7(9)s(t) )

IV ()l =1= Y (9|I°=1< (¥,Y) = cte= 1. Entonces, derivando, tenemosque (Y',Y) + (¥, ¥") = 2(7,¥") = 0= (¥, ') =

Entonces, derivando en (1) obtenemos

V') =7(9 (S 1))’ +7 (95 (1) )

Calculamos ahora

FOYO) = (TOSOTO 0 +7E0)

= SOWY)+IOOW.Y)
= 0+9()d(t)-1

o WOYO) WO
TO-gnm vl ©

De la ecuacion (2) podemos despejar ¥/ (s), y obtenemos, aplicando (1) y (3) que
V() Y

Ve = SM2 (1)
WORA0
Y'© M&»( Htw/mut>
Y (1117 Iy (1117
Por lo tanto
o [7'(s ”H M YO, wa»H

Y ®)1? Iy 1
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En nuestro caso, y(t) = (t,cos(t— 1)) =¥ (t) = (1, —sin(t— 1)) =y’ (t) = (0, — cos(t — 1))

Y ),y (t))=sin(t — 1) cos(t — 1), por loqueevaluando ent = 1, tendremos quey(t) = (1,1),7Y (t) = (1,0),¥' (t) = (0, -1) , {Y,¥Y") =
0. Luego ky (1) =11 (0,1)|| = 1. Por lo tanto e circulo osculador tieneradio p = ﬁ — 1. Hallamos el centro del circulo osculador.
Latangenter alacurvaen P=(1,1) esr(t) =P+vy (1)-t = (1,1)+ (t,0) = (1+t,1). El centro se hallaen s L t por P. Entonces
s=x=1vyaquer=y=1ysecumpleque ||OP||=1=d(PO) =d((1,1),(1,&)) = & = 0. Por lo tanto, € centro es €l punto
O=(1,0),y © circulo osculador seralacircunferencia

(x—1)24+y> =1

OTRA FORMA

Sedicequedoscurvas f, gtienen en aun contacto deorden nsi secumpleque f (a) =g(a), f'(a)=d'(a), ..., f(W (a) =g (a).
Un circulo osculador a una curva en un punto es una circunferencia que tiene un contacto de orden dos con la curvaen el punto.

Sea la ecuacion de la circunferencia (x— a)? + (y— b)? = r2. Ahoraimponemos la condicion de que tenga un contacto de orden
2 con lacurva. Paraello, podemos considerar que hemos hallado y = g(x), que nos dala expresion de la circunferencia, y hallamos
|as derivadas -con respecto a x-

(x—a)’+ (g -b? = r? 4
2(x—a)+2(g(x) —b)d' (x) = 0, esdecir

(x-a)+(@x-bdg(x = 0 ®)

1@ -b)g’ 0 +d (> = 0 (6)

Calculamosay b apartir de (5) y (6)
{ x—a+g(x) g (x) —bg (x) =0
1+9() g’ (x)—bg" (x) + g (x> =0

{ a+bg (x) =x+g(x) g ()
bg” (X) = 1+9(X) g’ (X) +d (x)?

obtenemos que
- 119 (x>
S LT
/ / / / g/(x) /
a = x1gM (9 by () =x+3(90' () ~909d ) = e (1 (9°)
g1+ ?)
- g (x)
2
2 32 2 g’(x)<1+g’(x)2> _1+9/(X)2
r< = (x—a“+(gx —h) ( 70 + 7
11 g2 L2 (Hg/(X)Z)
( g”(X) ) (1+g(X)>— g”(x)2
y por lo tanto
(119?)”
r — abs

Como ahora queremos que esta circunferencia tenga un contacto de orden 2 con lacurvay = f (X) enun punto genérico (x, f (x)),
por lo que ha de cumplirse que f (x) = g(x), f' (x) = d' (x), " (x) =g’ (x).

Particularizando a nuestro caso, y = f (x) = cos(x— 1), y queremos hallar €l circulo osculador en €l punto x = 1. Entonces
calculamos f (1), f' (1), f”(1). Tenemosque f (x) = cos(x—1)|,_, =1, f'(x) = —sin(x—1)|,_; =0, f” (x) = —cos(x—1)|,_; =
—1. El circulo osculador sera (x—a)? + (y—b)? =12, cona—1— %) — 1 b~ 14 L — 0,y por Gitimor2 — (fi)z —1,yporlo
tanto € circulo osculador es

(x—1)*+y* =1
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2 Examen deMurcia

2.1 Planteamiento

1.- Selanzaun dado hasta que aparecen tres resultados distintos. Hallar el nimero medio de lanzamientos que es preciso redlizar.

2.- Una semicircunferencia de radio r se divide en n+ 1 partes iguales, y se une un punto cualquiera de la division con los
extremos, formandose un triangulo rectéangulo de area A(k). Se pide calcular el limite, cuando n — <, de lamedia aritméticade las
areas de esos triangul os.

3.- Sea f unafuncion continuaen [0, 7], y tal que

T T
/ f(t)%ntdt:/ f(t)cost dt — 0
0 0

Demostrar que existen a menos dos puntos o, § del intervalo abierto(0, ) de modo que f(a) = f(B) =0

4.- Demostrar que la ecuacion z* — 5(1+i)z— 3 = 0 no tiene ninguna solucion en el cuarto cuadrante del plano complejo.
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2.2 Resolucion

1.- Hallar el nimero medio de tiradas en un dado perfecto para que salgan 3 resultados distintos.
Supongamos que el experimento terminaen lan?@ tirada. La estructura del experimento debe ser

1. 28 né

»d
L |

2nsdist. en(n-1) posic 3 e

<
<

Sean los sucesos A, =" El experimento terminaen latiradan?”, X ="N° de aparicionesdel 'primer "® enn— 1tiradas’, Y ="N°
de apariciones del "segundo n®’ enn— 1tiradas’ y Z ="en latiradan® sale'3* n° distinto alos dos anteriores”
Entonces,
Av=[X=1Y=n-2)U(X=2Y=n-3)U...U(X=n—-2Y=1)|nZ

donde U significa union disjunta. En X,Y influyen las n — 1 primeras tiradas, pero en Z solo influye lan?, y por lo tanto, como las
tiradas de los dados son al azar, podemos suponer que X (6 Y) son independientes de Z. Por lo tanto

P(Ay) = nizp(x —rY=n-1-1)|-P(2)
r=1

P(Z) =P ("fijados 2 n®'s, salgaotro # ") = &5 = 4 = Z. Calculemos ahora cadaunadelas probabilidades P (X = x,Y = y) = p,
demodoquex+y=n—1xy>1
Tenemos que p = g—'; —; CP =6""1, y para calcular los casos favorables, como hay que ocupar n— 1 posiciones con 2 n°s

escogidos entre 6, tendremos que CF = (3) (*1Y), donde e primer término corresponde a los modos de tomar 2 # entre los 6
posibles n°s, mientras que & segundo son los modos de escoger x puestos entre X+, y los otros estan ocupados por € 2° n°

Por |o tanto
("0
6n7.1

|
N

n

P(A) =

™

=

(e)]
TP
AN

© o
~_
S D
f{yoh
TN
>
= |
|_\
N—
|
N
N—
\

10 20
-1~ @gn-1

Si consideramos ahorala variable aleatoria A, dada por los sucesos A, ed. P(A=n) = P(Ay,), donde n > 3, entonces el nimero
medio detiradas paratermihar es

[

Il
IN WIN WIN wiN
=) I
| e
AN
: © o
- SN
= >
I~
P TN
>
= |
'—\
~—
Il

w
@
T
IR

= & /10n 20n
E(A) = YnP(A=n=}) <m—m> =
n=3 n=3
too

o
20) —— =10, — 20
n=3

-1 61

siendo la penlitimaigualdad validaa ser S finitas, ed convergentes, como vamos a demostrar.
Se trata de calcular sumas de progresiones aritmético-geométricas, y 1o hacemos por el método standard, ed multiplicamos por
larazbn de la serie geométricay restamos.

3 4 m
Smo = gt ana
1 3 m—1 m
3om =ttt ger fam

y por lo tanto Sym= 3 + (3—13 4ot 3m%1> — 2%,y como Sy = liMm 1 Sim, tendremos que

Loim (22 lim ) =
3 Mmoo 331—% Moteo3M |
1 13 1/ 1\ 7
=2 o)== ({122)= L
<3+332 ) 2< +6) 12
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Anéogamente, calculamos S

3 4 m
Sm = @tegtten
1 3 m—1 m
ESZm - JF@WL"'JFWJrG—m

y por [0 tanto 2Spm = 1 + (6—16 SR 6"‘%1> — &,y como S = liMm_, . Som, tendremos que

S = 6 iJrlim 11 ~im M) =
5 \12 mie\6°1-1/ motem /|
_ 6(1 16\ 8
~ 5\12 65/ 75

y por tanto E (A) = 107 — 208 — 3532 — 48 _ 3785

2.- Cada uno de los triangul os pedidos tiene un area, segn comprobamos en lafigura

que viene dada (al ser el angulo central 2n +1 ) por

2nk ik
n+ 1 .
Y _ rsin

2 n+1

2rsin

A(K) =

y por lo tanto lamedia pedidaes limy .. rlliﬂzlA(k) = I|mnﬁmr2 1SN n+l = (*1).

Consideramosen (0, 1) las particiones Py = {0 =& < &1 = ;15 <--- <&m=1}, donde&; —&;_1= 717 ¥j = 1..n,y lafuncion
f (x) = sinzx, que estadefiniday es continuaen (0, 1), conlo cual (1) esunawmade Riemann de f (x) enel intervalo (0, 1) respecto
de particiones R, cada vez masfinas (si n — o = d(P,) — 0), por lo que podemos escribir

k
= rl — = | f,p =
(1) = rlimY (&= a)snm g = lim S(FRy (€)=
1 —cosnx|t 2
= r/ sinmxdx = r =—

3.- Laresolucion de este problema pide a gritos ala aplicacion de los teoremas de Lagrange y Cauchy. Solo hace falta encontrar
los puntos adecuados. Como fi f (t)sintdt = [J f (t) costdt = 0, definimos funciones primitivas F (x) = fg f (t)sintdt, y G(x) =
S5 (t)costdt

Primer cero: F(0) = ( fo ) F () = O por hipotesis, y como f es continua en (0, &), entonces F es derivable en (0, ),
y por lo tanto continua. Entonces estamos en las hipotesis del teorema de Rolle, y o, € (0,1) de modo que F/ (o) = 0. Pero
F' (o) = f (o) sina, y sina. £ 0Va € (0, )

Segundo cero: Supongamos ahora que f (B) ## 0 VP + a. Entonces aplicamos el teorema del valor medio de Cauchy aF y G en
losintervalosl; = (0,a) el = (o, )

En |, tendremosque 3y € (0, ) de modo queF’ (y) (G (o) — G(0)) =G’ () (F (o) — F (0)). Pero tenemosque F (0) = G(0) =0,
F'(v) = f(v)siny, G'(y) = f (y) cosy, luego

f (y)sinyG (o) = f (v) cosyF () @)
En I, tendremos que 36 € (a, ) de modo que F’ (8) (G(w) — G(a)) = G (8) (F (r) — F (a)). Perotenemos que F (%) = G(w) =
0, F'(8) = f(8)sind, G'(8) = f (8) cosd, luego
f(8)sind(-G(a)) = f(3)cosd(—F (a))
f(8)sindG(a) = f(3)cosdF (o) €))
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De las ecuaciones (7) y (8) y del hecho que estamos suponiendo que f (x) # 0 Vx + o, se deduce que podemos dividir por f ()
y por f (), con lo que obtendremos

G(a) — ;O—XF((X)
Gla) — ‘;O—:SF(OL)

cosy __ cosd : .
conlo que gy F (o) = Gps F (o). Entonces pueden ocurrir dos casos:

1. F (o) = 0. Entonces podemos aplicar e método que hemos aplicado para hallar €l primer cero a intervalo I (0 a intervalo
I2) parahalar otro cero. De hecho en este caso podemos asegurar la existencia de al menos tres ceros.

2. F (o) # 0. Entoces tenemos que |a cotangente coincide en dos puntos distintos de (0, 7), siento esto imposible al ser ctg x una
funcion biyectiva en este interval o, es decir,

F(a) # 0= ctgy=rctgd,Y,d € (0,7) = contradiccion
0 < y<#o<£d<n=7#9d

4.-Seap(z) =22 —5(1+i)z—3,yseaz— a+ bi.
Entonces p(z) puede ser escrito como

p(z) = a*+4a’bi —6a’b? —4ab’ + b*—5a—5bi —5ai +5b— 3=
(a* —6a’b?+ b* — 5a+ 5b — 3) +i (4a>b — 4ab® — 5b — 5a)

En primer lugar € polinomio no puede tener soluciones reales o imaginarias puras.
e a=0. Entonces p(z) = (b*+5b—3) — 5bi, y s fuera p(z) = 0 entocesb = 0. Pero z= 0= 0+ 0i no es solucion
e b= 0. Entonces p(2) = (a*—5a— 3) — 5ai, y s fuerap(z) = 0 entoces a= 0. Pero z= 0= 0+ 0i no es solucion

Veamos ahora que no existe solucion en el cuarto cuadrante, donde excluimos los puntos sobre los gjes por lo anterior. La parte
imaginariade p es
Imp = 4a’h—4ab®—5b—5a—
= 4ab(a®—Db?)-5(atb)=
= (a+b)(4ab(a—b)—5)
Si queremos que z = a- bi sea solucion tendra que pasar que Imp = 0, esdecir que (a+ b) (4ab(a—b)—5)=0
Peroa> 0,b< 0, luego 4ab < 0, (a—b) > 0=- (4ab(a—b) —5) < 0. Por lo tanto hade darse que a+ b= 0, esdecir a= —b.

Estaz= a+ hi esunaraiz cualquiera; llamando z = a; + bji coni = 1..4 alas cuatro raices de p(z), tendremos, por larelaciones
de Cardano-Vieta, que

4 4 4
0=Y z=) a+i) b
n=1 n=1 n=1

y como cada g > O estrictamente, entonces a; = 0 = b; y yahemos visto anteriormente que z= 0 no eraraiz.
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